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7.6 等式制約下の非線形最小化問題 
(1) 線形等式下の凸2次関数最小化問題 
 
   Q:  min.    𝑞𝑞 𝑥𝑥 = 1

2
𝑥𝑥𝑇𝑇𝐷𝐷𝐷𝐷 + 𝑑𝑑𝑇𝑇𝑥𝑥 

   𝑠𝑠. 𝑡𝑡.     𝐴𝐴𝐴𝐴 = 𝑏𝑏 
       Dは対称な半正定値行列 

定理 𝐴𝐴𝑥𝑥∗ = 𝑏𝑏,−∇𝑞𝑞 𝑥𝑥∗ 𝑇𝑇 ≡ −(𝐷𝐷𝑥𝑥∗ + 𝑑𝑑)𝑇𝑇 = 𝜆𝜆∗𝑇𝑇𝐴𝐴を満たす(𝑥𝑥∗, 𝜆𝜆∗)が存在すれば、
𝑥𝑥∗は𝑄𝑄の最適解である。 
 
𝜆𝜆 ：ラグランジュ乗数 
 
 

               
 



7.6 等式制約下の非線形最小化問題（続） 
（２）ラグランジュの未定乗数法 
 
   Q‘:  min.    𝑓𝑓(𝑥𝑥) 
             𝑠𝑠. 𝑡𝑡.     ℎ𝑗𝑗 𝑥𝑥 = 0, (∀𝑗𝑗 ∈ 1,2, … ,𝑚𝑚 ) 
 

許容解 𝑥𝑥∗で目的関数を一次近似 
    Q‘’:  min.    𝑓𝑓 𝑥𝑥∗ + ∇𝑓𝑓(𝑥𝑥∗)𝑇𝑇(𝑥𝑥 − 𝑥𝑥∗) 
             𝑠𝑠. 𝑡𝑡.     ∇ℎ𝑗𝑗 𝑥𝑥∗ (𝑥𝑥 − 𝑥𝑥∗) = 0, (∀𝑗𝑗 ∈ 1,2, … ,𝑚𝑚 ) 

ラグランジュの未定乗数法 

−∇𝑓𝑓 𝑥𝑥∗ 𝑇𝑇 = �𝜆𝜆𝑗𝑗

𝑛𝑛

𝑗𝑗=1

𝛻𝛻ℎ𝑗𝑗 𝑥𝑥∗ , ℎ𝑗𝑗 𝑥𝑥 = 0, (∀𝑗𝑗 ∈ 1,2, … ,𝑚𝑚 ) 

の解をQ′の解とする方法               
 



7.7 不等式制約下の最小化問題 
(1) 凸2次計画 
   Q:  min.    𝑞𝑞 𝑥𝑥 = 1

2
𝑥𝑥𝑇𝑇𝐷𝐷𝐷𝐷 + 𝑑𝑑𝑇𝑇𝑥𝑥 

   𝑠𝑠. 𝑡𝑡.     𝐴𝐴𝐴𝐴 ≥ 𝑏𝑏 
   Dは対称な半正定値行列 
 
例：ポートフォリオ選択問題、最小包含円問題 
 
 Q(𝑥𝑥∗):  min.    𝑞𝑞 𝑥𝑥∗ + 𝛻𝛻 𝑞𝑞(𝑥𝑥∗)𝑇𝑇 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥∗ = (𝐷𝐷𝑥𝑥∗ + 𝑑𝑑)𝑇𝑇𝑥𝑥 + 𝑞𝑞 𝑥𝑥∗ −  (𝐷𝐷𝑥𝑥∗ + 𝑑𝑑)𝑇𝑇𝑥𝑥∗ 
                    𝑠𝑠. 𝑡𝑡.      𝐴𝐴𝐴𝐴 ≥ 𝑏𝑏 
 

定理 問題Q 𝑥𝑥∗ の最適解が𝑥𝑥∗ならば、𝑥𝑥∗は問題𝑄𝑄の最適解である。また逆も成り立つ。 
定理 問題Qの解𝑥𝑥∗に対し、(𝐷𝐷𝑥𝑥∗ + 𝑑𝑑)𝑇𝑇 = 𝜆𝜆∗𝑇𝑇, 𝐴𝐴𝑥𝑥∗ ≥ 𝑏𝑏, 𝜆𝜆∗ ≥ 0, 𝜆𝜆∗𝑇𝑇 𝐴𝐴𝑥𝑥∗ − 𝑏𝑏 = 0を満たす𝜆𝜆∗が
存在するならば、解𝑥𝑥∗は問題Qの最適解である。 
 
 



7.7 不等式制約下の最小化問題（続） 

(2)  カルーシュ・キューン・タッカー条件 
 Q‘:  min.  𝑓𝑓 𝑥𝑥   𝑠𝑠. 𝑡𝑡.     𝑔𝑔𝑖𝑖 𝑥𝑥 ≤ 0, (∀𝑖𝑖 ∈ {1,2, … ,𝑚𝑚}) 
 Q’’:  min.    𝑓𝑓 𝑥𝑥∗ + 𝛻𝛻 𝑓𝑓(𝑥𝑥∗)𝑇𝑇 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥∗  
                    𝑠𝑠. 𝑡𝑡. 𝑔𝑔𝑖𝑖 𝑥𝑥∗ + 𝛻𝛻 𝑔𝑔𝑖𝑖(𝑥𝑥∗)𝑇𝑇 𝑥𝑥 − 𝑥𝑥∗ ≤ 0, (∀𝑖𝑖 ∈ {1,2, … ,𝑚𝑚}) 
 
カルーシュ・キューン・タッカー条件（KKT条件） 
𝛻𝛻𝑓𝑓 𝑥𝑥∗ + ∑ 𝜆𝜆𝑖𝑖𝑚𝑚

𝑖𝑖=1 𝛻𝛻𝑔𝑔𝑖𝑖 𝑥𝑥∗ = 0,𝑔𝑔𝑖𝑖 𝑥𝑥∗ = 0, (∀𝑖𝑖 ∈ {1,2, … ,𝑚𝑚})  
𝜆𝜆𝑖𝑖 ≥ 0, 𝜆𝜆𝑖𝑖𝑔𝑔𝑖𝑖 𝑥𝑥∗ = 0, (∀𝑖𝑖 ∈ {1,2, … ,𝑚𝑚})  
   相補性条件 



7.7 不等式制約下の最小化問題（続） 

(3) 不等式制約下の最小化問題の解法 
 
a. 罰金法 
b. 逐次2次計画法 
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